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一种考虑齿轮副连续啮合过程的接触有限元
动力学分析方法

吴勇军，王建军
（北京航空航天大学 能源与动力工程学院，北京１００１９１）

摘　　　要：在系统分析齿轮副连续啮合过程不同典型啮合状态特点的基础上，提出了一种可以考虑齿轮

副连续啮合过程中啮合齿对变化，受载弹性变形以及滑动摩擦等影响因素的接触有限元分析方法．利用该方

法对三种考虑不同因素的齿轮副模型进行了对比分析，并得到了各种因素对齿轮副连续啮合过程动态传递

误差及动态接触力特性的影响．研究表明：该方法可以真实模拟齿轮副连续啮合过程中单、双齿对啮合及其

交替啮合状态的动力学特性，包括滑动摩擦引起的节点冲击，受载弹性变形引起的啮入、啮出冲击以及时变

刚度等激励特性；并可以得到啮入、啮出冲击的大小及作用时间，以及滑动摩擦和齿廓修形对动态啮合特性

的影响；动态啮合特性分析结果与齿轮副连续啮合状态的特征完全吻合．
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　　齿轮系统作为主要的动力和运动传递装置，

广泛应用于机械、航空和船舶等各行业，其动力学
行为和工作性能对整个机械设备具有非常重要的

影响［１］．然而，齿轮副在连续啮合过程中，由于啮
合齿对数的变化、受载弹性变形以及滑动摩擦等
因素的影响，将产生重要的动态内部激励，即时变
刚度激励、啮入啮出冲击及节点冲击激励等，从而
引起齿轮系统的振动、冲击和噪声．因此，研究齿
轮副连续啮合过程的动力学特性对于齿轮系统的

振动机理研究及动态设计都具有重要意义．
长期以来，对于齿轮副的时变刚度激励及其

作用下的动态特性，国内外学者采用集中参数法
及有限元法进行了大量研究［１－７］．其中文献［３－４］

采用的是假设和简化形式的啮合刚度，文献［５－７］

则采用静态接触有限元法计算得到的时变啮合刚

度．虽然，利用静态接触有限元分析方法可以得到
较“真实”的时变刚度形式或静态传递误差，但由
于是通过分别计算有限啮合位置的静态变形而得

到，并不能真实反映齿轮副连续啮合过程中各种
因素的相互作用．而对于啮合冲击激励则主要采
用有限元法［５－６，８－１０］进行研究．但这些文献中所研
究的啮合冲击激励主要是考虑齿侧间隙及加工安

装误差等因素所引起的冲击激励，而非齿轮副连
续啮合过程中由于受载弹性变形引起的啮入啮出

冲击或由滑动摩擦引起的节点冲击激励．因此，需
要将齿轮副的传动过程作为一个连续的弹性动态

啮合过程，才能更好地研究其动力学特性．
随着高性能计算机技术的不断发展，人们已

利用动态接触有限元法来研究齿轮副连续啮合过

程的动态特性．Ｂａｊｅｒ等［１１］基于能量守恒的观点，

利用二维行星齿轮系统的刚体接触有限元分析模

型，研究了星系齿轮系统的动态接触冲击问题．
Ｌｕｎｄｖａｌｌ等［１２］进一步在考虑轮体刚体运动基础
上叠加轮齿的弹性变形，提出了一种考虑摩擦的
直齿轮柔性多体接触分析方法．Ｐａｒｋｅｒ等［１３］利用
二维有限元／接触力学模型研究了具有时变刚度
和轮齿间隙的直齿轮副的动态响应，并利用该方
法研究了行星齿轮系统［１４－１５］的动态特性．Ｈｕ

等［１６］基于显式动态有限元分析方法研究了不同

变位系数及螺旋角参数的斜齿轮副瞬态啮合特

性．虽然上述研究对于齿轮副动态啮合特性分析
具有重要的意义，但仍缺乏一种可综合考虑齿轮
副连续啮合过程中啮合齿对变化、受载弹性变形
和滑动摩擦等因素及其相互作用的接触有限元分

析方法．
因此，本文在系统分析齿轮副连续啮合过程

不同典型啮合状态特点的基础上，提出一种可以
考虑齿轮副连续啮合过程中啮合齿对变化、受载
弹性变形及滑动摩擦等多种影响因素的接触有限

元分析方法．然后，通过典型齿轮副３种分析模型
的对比分析，说明本文提出的方法研究齿轮副连
续啮合过程中动态啮合特性的有效性．

１　齿轮副动力学方程建立

通过建立啮合齿轮副的精确实体模型，并利
用等参元对其进行离散，便可得到啮合齿轮副的
有限元分析模型．然后，在主动齿轮上施加驱动转
速，在从动齿轮上施加负载扭矩，并把分析过程离
散成时间序列：０，Δｔ，２Δｔ，…，ｔ，ｔ＋Δｔ，…，Ｔ．该
分析模型无需额外的假设和简化，可以更加接近
真实的齿轮副模型及载荷条件．
齿轮副在啮合过程中某个时刻ｔ的动态接触

力学模型如图１所示．图中ｔ　Ｖｇ和ｔ　Ｖｐ分别表示主
动齿轮（ｄｒｉｖｉｎｇ　ｇｅａｒ）和从动齿轮（ｄｒｉｖｅｎ　ｇｅａｒ）ｔ
时刻的位形，ｔＳｇ和 ｔＳｐ 分别为主、从动齿轮接触
齿面，它们相互接触界面记为 ｔＳｃ ＝ｔＳ ｇ ∩ｔＳｐ，
ｔＳｃ在主、从动齿面上分别记为Ｓｇｃ 和Ｓｐｃ ，ｔ　Ｆｇｌ 和
ｔ　Ｆｐｌ分别为它们的外载荷向量．为便于描述齿轮副
的运动状态，分别以主、从动齿轮圆心Ｏ１和Ｏ２为
原点 建 立 整 体 笛 卡 儿 坐 标 系 Ｏ１－ｘ１ｙ１ｚ１ 和

Ｏ２－ｘ２ｙ２ｚ２ ．此外，为便于描述轮齿间的接触力学
关系，在轮齿间的接触位置处建立图中所示的局
部笛卡儿坐标系Ｏ′－ｘ′ｙ′ｚ′ ，它在３个方向的单位
向量分别为ｔｅ１ ，ｔｅ２和ｔｅｎ，其中ｔｅｎ垂直于相互接
触的两轮齿齿面，且指向从动轮接触齿面的外法
线方向，ｔｅ１ 和ｔｅ２ 均位于两轮齿接触齿面的公切

３９１１



航　空　动　力　学　报 第２８卷

平面内．则主、从动齿轮接触齿面上的接触力向量
分别为ｔ　Ｆｇｃ和ｔ　Ｆｐｃ ，它们在局部坐标系下各分量的
方向与局部坐标系一致．

图１　齿轮副动态接触模型

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

为了研究齿轮副连续啮合过程中的动力学特

性，就必须求得齿轮副啮合过程中每个时刻的动
力学参数．然而，齿轮副在啮合过程中每一个下一
时刻的接触位置和状态都是事先未知的，但都与
之前的已知接触状态密切相关，且可以根据前面
的已知接触状态进行确定．因此，齿轮副动态啮合
过程的求解需采用增量形式的求解方法．主要的
增量形式求解方法有完全拉格朗日格式和更新拉

格朗日格式．对于齿轮副动态啮合这类接触问题，
通常采用更新拉格朗日格式的增量形式．因此，根
据虚位移原理［１７］分别建立主、从动齿轮运动方
程，并采用增量形式表示，即可得到齿轮副动态啮
合过程的增量形式运动方程：
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ｔｙ１
ｔｚ

熿

燀

燄

燅１

－

０ｘ１
０ｙ１
０ｚ

熿

燀

燄

燅１
（２）

ｔ＋Δｔｕｐ＝

ｔ＋Δｔｘ２
ｔ＋Δｔｙ２
ｔ＋Δｔｚ

熿

燀

燄

燅２

－

０ｘ２
０ｙ２
０ｚ

熿

燀

燄

燅２

ｔｕｐ＝

ｔｘ２
ｔｙ２
ｔｚ

熿

燀

燄

燅２

－

０ｘ２
０ｙ２
０ｚ

熿

燀

燄

燅２

（３）

ｕｇ＝ｔ＋Δｔｕｇ－ｔｕｇ　ｕｐ＝ｔ＋Δｔｕｐ－ｔｕｐ （４）
式中Ｍｇ和Ｍｐ分别是主、从动齿轮参考于初始时
刻ｔ＝０的单元质量矩阵；Ｃｇ，Ｃｐ分别是主、从动
齿轮对应的单元阻尼矩阵；ｔｔＫｇ，ｔｔＫｐ 分别是主、
从动齿轮参考ｔ时刻的单元刚度矩阵，由该时刻
齿轮副的位形（位置和形状）所决定；ｔ＋Δｔｕ̈ｇ，
ｔ＋Δｔｕ̈ｐ分别是ｔ＋Δｔ时刻的单元结点加速度向量；
ｔ＋Δｔｕ·ｇ，ｔ＋Δｔｕ

·
ｐ分别是ｔ＋Δｔ时刻的单元结点速度

向量；而ｕｇ和ｕｐ是单元结点位移的增量向量，即
单元结点从ｔ时刻到ｔ＋Δｔ时刻之间的位移增量；
ｔ＋Δｔ　Ｆｇｌ ，ｔ＋Δｔ　Ｆｐｌ 为对应结点载荷向量；ｔ＋Δｔ　Ｆｇｃ ，
ｔ＋Δｔ　Ｆｐｃ为等效结点接触力向量；ｔｔＦｇ，ｔｔＦｐ是ｔ时刻
的结点内力向量．
通过整理即可得到齿轮副的运动方程为

Ｍｔ＋Δｔｕ̈＋Ｃｔ＋Δｔｕ
·
＋ｔｔＫｕ＝ｔ＋Δｔ　Ｆｌ＋ｔ＋Δｔ　Ｆｃ－ｔｔＦ

（５）
其中

Ｍ ＝
Ｍｇ ０
０ Ｍ［ ］

ｐ
　Ｃ＝

Ｃｇ ０
０ Ｃ［ ］

ｐ

ｔ
ｔＫ ＝

ｔ
ｔＫｇ ０

０ ｔ
ｔＫ［ ］

ｐ

（６）

ｔ＋Δｔｕ̈＝
ｔ＋Δｔｕ̈ｇ
ｔ＋Δｔｕ̈［ ］

ｐ

　ｔ＋Δｔｕ
·
＝

ｔ＋Δｔｕ·ｇ
ｔ＋Δｔｕ·
熿

燀

燄

燅ｐ
　ｕ＝

ｕｇ
ｕ［ ］
ｐ

（７）

ｔ＋Δｔ　Ｆｌ＝
ｔ＋Δｔ　Ｆｇｌ
ｔ＋Δｔ　Ｆｐ［ ］

ｌ
　ｔ＋Δｔ　Ｆｃ＝

ｔ＋Δｔ　Ｆｇｃ
ｔ＋Δｔ　Ｆｐ［ ］

ｃ

ｔ
ｔＦ ＝

ｔ
ｔＦｇ
ｔ
ｔＦ［ ］ｐ （８）

２　齿轮副典型啮合状态分析

在得到系统动力学方程（５）以后，若要求解齿
轮副的连续啮合过程，则确定齿轮副动态啮合过
程的接触力向量ｔ＋Δｔ　Ｆｃ成为其中的关键．因此，本
节将在系统分析齿轮副连续啮合过程中不同典型

啮合状态特点的基础上，给出对应状态的动态接
触力向量ｔ＋Δｔ　Ｆｃ的表达式．
为了便于描述齿轮副的连续啮合过程，本文

仅以重合度１＜ε＜２的齿轮副为例进行说明，其
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齿廓上的接触区域如图２所示．对于重合度ε＞２
的齿轮副也可进行类似的分析处理．当一对轮齿
在接触起点（ｉｎｉｔｉａｌ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｐｏｉｎｔ，ＩＣＰ）进入啮合
时，另一对轮齿将在单齿啮合高点（ｈｉｇｈｅｓｔ　ｐｏｉｎｔ
ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｃｏｎｔａｃｔ，ＨＰＳＴＣ）进行啮合，齿轮
副进入双齿对接触区域（ｄｏｕｂｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｐａｉｒ　ｃｏｎ－
ｔａｃｔ　ａｒｅａ）；当一对轮齿啮合到达单齿啮合低点
（ｌｏｗｅｓｔ　ｐｏｉｎｔ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｃｏｎｔａｃｔ，ＬＰＳＴＣ）
时，另一对轮齿将在接触终点 （ｆｉｎａｌ　ｃｏｎｔａｃｔ
ｐｏｉｎｔ，ＦＣＰ）退出啮合，齿轮副进入单齿对啮合区
域（ｓｉｎｇｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｐａｉｒ　ｃｏｎｔａｃｔ　ａｒｅａ），如此循环形成
齿轮副连续的啮合过程．因此，可以将齿轮副连续
啮合过程分为：单齿对啮合，双齿对啮合，单－双齿
对交替啮合以及双－单齿对交替啮合４个典型啮
合状态．

图２　齿廓接触区域

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｔａｃｔ　ａｒｅａｓ　ｏｆ　ｔｏｏｔｈ　ｐｒｏｆｉｌｅ

２．１　单齿对啮合状态分析

如图３所示，仅一对轮齿在齿轮副单齿对啮
合区域ＥＦ内的Ｃ 点相互啮合，其动态接触力学
模型如图１所示．由罚函数法可知，齿轮副单齿对
啮合状态时从动齿轮的单元结点等效接触力向量
ｔ＋Δｔ　Ｆｐｃ 为

ｔ＋Δｔ　Ｆｐｃ ＝

－ａＮＴ
ｃ（－μ

ｕ－１
ｕ－ｔ

ｔ＋Δｔ

ｅ１－μ
ｕ－２
ｕ－ｔ

ｔ＋Δｔ

ｅ２＋ｔ＋Δｔｅｎ）×

（ｔ＋ΔｔｅＴｎＮｃｕｃ＋ｔｇ－ｎ）＝Ｆｐｔ１＋Ｆ
ｐ
ｔ２＋Ｆｐｎ

（９）

　　当不考虑滑动摩擦时μ＝０，则有
ｔ＋Δｔ　Ｆｐｃ ＝

－ａＮＴ
ｃ
ｔ＋Δｔｅｎ（ｔ＋ΔｔｅＴｎＮｃｕｃ＋ｔｇ－ｎ）＝Ｆｐｎ

（１０）
式中ａ为法向罚参数，Ｎｃ为单元结点插值函数，

μ为滑动摩擦因数，ｕ
－
ｔ为接触点对间从ｔ时刻到

ｔ＋Δｔ时刻的切向位移增量，ｕ－１和ｕ－２分别为ｕ－ｔ在

两个切线方向的分量，ｔｇ－ｎ为ｔ时刻接触点对间的
法向距离，ｕｃ为接触点对间ｔ到ｔ＋Δｔ时刻间的
相对法向位移．

图３　齿轮副单齿对啮合状态

Ｆｉｇ．３　Ｓｉｎｇｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｐａｉｒ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

当考虑轮齿间的滑动摩擦时，齿轮副间相对
速度及摩擦力关系如图４中所示．由渐开线圆柱
齿轮传动原理及齿轮副间几何关系可得

Ｏ１Ｋ／Ｏ２Ｈ ＝Ｏ１Ｐ／Ｏ２Ｐ＝Ｏ１Ｍ／Ｏ２Ｎ ＝Ω２／Ω１
（１１）

　　对于标准渐开线齿轮副，在沿理论啮合线

ＭＮ 的方向上，从动齿轮与主动齿轮间的相对速
度始终有

ｖＭＮ ＝Ｏ２Ｎ×Ω２－Ｏ１Ｍ×Ω１ ＝０ （１２）
即标准齿轮副沿理论啮合线 ＭＮ 方向的相对速
度始终为０，这也是齿轮副平稳转动的基本前提．
此外，在垂直于ＭＮ 方向的相对速度还具有以下
关系．首先在节点Ｐ处有

ｖＰｔ ＝Ｏ２Ｈ×Ω２－Ｏ１Ｋ×Ω１ ＝０ （１３）
亦即齿轮副在节点处不存在相对滑动，摩擦力为

０．而对于节点两侧的Ｌ和Ｓ啮合点则有

ｖＬｔ ＝ （Ｏ２Ｈ＋ｌ１）×Ω２－（Ｏ１Ｋ－ｌ１）×Ω１ ＞０
（１４）

ｖＳｔ ＝ （Ｏ２Ｈ－ｌ２）×Ω２－（Ｏ１Ｋ＋ｌ２）×Ω１ ＜０
（１５）

　　因此，根据库伦摩擦定理可知Ｌ和Ｓ 点的摩
擦力如图４中所示．可见齿轮副在节点前后摩擦
力方向将发生改变，引起所谓的节点冲击．

２．２　双齿对啮合状态分析

图５所示为齿轮副双齿对啮合状态．其中齿
对１－１′和２－２′分别在双齿啮合区ＡＥ，ＦＢ 内的
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Ｃ１，Ｃ２点相互接触．令从动齿轮ｔ＋Δｔ时刻在Ｃ１
和Ｃ２点的结点等效接触力向量分别为ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ１ 和
ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ２ ，则双齿对啮合状态时从动齿轮的结点等
效接触力向量ｔ＋Δｔ　Ｆｐｃ 为

ｔ＋Δｔ　Ｆｐｃ ＝ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ１＋ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ２ （１６）

图４　齿轮副间相对速度及摩擦力

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ａｎｄ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｆｏｒｃｅ

ｏｆ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

图５　齿轮副双齿对啮合状态

Ｆｉｇ．５　Ｄｏｕｂｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｐａｉｒ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

当考虑滑动摩擦时有
ｔ＋Δｔ　ＦｐＣｉ ＝

－ａＮＴ
Ｃｉ（－μ

ｕ－１ｉ
ｕ－ｔｉ

ｔ＋Δｔ

ｅ１ｉ－μ
ｕ－２ｉ
ｕ－ｔｉ

ｔ＋Δｔ

ｅ２ｉ＋ｔ＋Δｔｅｎｉ）×

（ｔ＋ΔｔｅＴｎｉＮＣｉｕＣｉ＋ｔｇ－ｎｉ）＝Ｆｐｉｔ１＋Ｆｐｉｔ２＋Ｆｐｉｎ
ｉ＝１，２ （１７）

不考虑滑动摩擦时则有
ｔ＋Δｔ　ＦｐＣｉ ＝

－ａＮＴ
Ｃｉ
ｔ＋Δｔｅｎｉ（ｔ＋ΔｔｅＴｎｉＮＣｉｕＣｉ＋ｔｇ－ｎｉ）＝Ｆｐｉｎ

ｉ＝１，２ （１８）

２．３　单－双齿对交替啮合状态分析

图６所示为齿轮副由单齿对啮合向双齿对啮
合交替的啮合状态．在理想啮合情况下，当齿对

１－１′啮合到达单齿对啮合的高点Ｆ时，齿对２－２′
本应在啮合起点Ａ 处平稳地进入双齿对啮合状
态．但由于齿轮副的受载弹性变形，主动齿轮的实
际啮合基节将小于理论啮合基节，而从动齿轮的
实际啮合基节将大于理论啮合基节，主动齿轮的
实际啮合基节将小于从动齿轮的实际啮合基节，
使得从动齿轮的实际位置与理论位置间存在角度

为θ的偏差．因此，当前一齿对１－１′尚未啮合到达

Ｆ点时，后一齿对２－２′在理论啮合线外的Ａ′提
前进入啮合，此时两对轮齿的啮合点具有不同的
啮合节点Ｐ和Ｐ′．由于齿对２－２′在Ａ′点进入啮
合时的节点为Ｐ′，从动齿轮的瞬时节圆半径突然
变小，从动轮将从正常的转速骤然提速．在齿对

２－２′恢复正常啮合之前，它将沿Ａ－Ａ′段进行啮
合．在整个交替过程中，由于齿对２－２′的从动轮
转速大于齿对１－１′的从动轮转速，在齿对２－２′间
将产生额外的冲击力，即通常所说的啮入冲击．

图６　齿轮副单－双齿对交替啮合状态

Ｆｉｇ．６　Ｓｉｎｇｌｅ－ｔｏ－ｄｏｕｂｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｐａｉｒ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｏｆ

ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

对于啮合齿对１－１′，从动齿轮的等效接触力
向量ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ１ 可由式（１７）、式（１８）计算得到．而齿
对２－２′处从动轮的等效接触力向量ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ２ 则为

ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ２ ＝

－ａＮＴ
Ｃ２（－μ

ｕ－１２
ｕ－ｔ２

ｔ＋Δｔ

ｅ１２－μ
ｕ－２２
ｕ－ｔ２

ｔ＋Δｔ

ｅ２２＋ｔ＋Δｔｅｎ２）×

（ｔ＋ΔｔｅＴｎ２ＮＣ２ｕ′Ｃ２＋ｔｇ－ｎ２）＝Ｆｐ２ｔ１＋Ｆｐ２ｔ２＋Ｆｐ２ｎ
（１９）
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　　当不考虑滑动摩擦时，则有
ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ２ ＝

－ａＮＴ
Ｃ２
ｔ＋Δｔｅｎ２（ｔ＋ΔｔｅＴｎ２ＮＣ２ｕ′Ｃ２＋ｔｇ－ｎ２）＝Ｆｐ２ｎ

（２０）
其中

ｕ′Ｃ２ ＝ｕＣ２＋Δｕ （２１）

式中ｕ′Ｃ２ 为齿对２－２′从ｔ时刻到ｔ＋Δｔ时刻的位
移实际增量，ｕＣ２ 为齿对２－２′按原转速传动时的
位移增量，而Δｕ则是由于从动轮转速的骤升引
起的沿理论啮合线方向附加位移增量，也就是沿
接触齿面法线方向的附加位移增量．因此，由于

Δｕ的存在，在整个交替过程中，齿对２－２′间将产
生较大冲击载荷，即常说的啮入冲击激励．

２．４　双－单齿对交替啮合状态分析

图７所示为齿轮副由双齿对啮合向单齿对啮
合的交替状态．在理想状态下，当齿对１－１′啮合
到达单齿对啮合低点Ｅ时，齿对２－２′将在啮合终
点Ｂ处退出啮合状态，齿轮副由此进入单齿对啮
合状态．但由于齿轮副受载弹性变形的存在，主动
齿轮的实际啮合基节大于从动齿轮的实际啮合基

节，因此，齿对２－２′在到达Ｂ点时并不会退出啮
合，而是继续啮合直到啮合线外的Ｂ′才退出啮合
状态．在此过程中，齿对２－２′将沿Ｂ－Ｂ′段啮合，
此时啮合齿对１－１′与齿对２－２′具有不同的啮合
节点Ｐ和Ｐ′．从图中可知，齿对２－２′的啮合节点
将使得从动齿轮的转速骤降，因此在啮合齿对

２－２′间同样会存在较大的冲击激励，即通常所说
的啮出冲击．

图７　齿轮副双－单齿对交替啮合状态

Ｆｉｇ．７　Ｄｏｕｂｌｅ－ｔｏ－ｓｉｎｇｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｐａｉｒ

ｃｏｎｔａｃｔ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

同理，啮合齿对１－１′的从动齿轮的等效接触
力向量ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ１ 可由式（１７）、式（１８）计算得到．而
齿对２－２′处从动轮的等效接触力向量 ｔ＋Δｔ　ＦｐＣ２ 也
可由式（１９）、式（２０）计算得到．不同的是：此时的

Δｕ是由于齿对２－２′在Ｂ－Ｂ′区域内啮合使得从动
轮转速下降，而齿对１－１′迫使从动轮按原转速传
动，从而使得齿对２－２′在接触面法线方向产生附
加位移增量．这也是齿对２－２′产生冲击载荷的主
要原因，并将持续整个Ｂ－Ｂ′的啮合过程．

３　齿轮副动态啮合过程求解

通过前面的分析已经得到了齿轮副动态啮合

过程的动力学方程，并且得到了啮合过程不同啮
合状态的等效结点接触力向量 ｔ＋Δｔ　Ｆｃ，将其代入
动力学方程（５）即可进行方程的求解．本文采用两
步形式的中心差分法进行求解，因此

ｔ＋Δｔｕ＝ｔｕ＋ｔｕ
·
Δｔ＋１２

ｔｕ̈（Δｔ）２ （２２）

ｔ＋Δｔｕ· ＝ｔｕ
·
＋１２

（ｔｕ̈＋ｔ＋Δｔｕ̈）Δｔ （２３）

式（２２）表明，当上一增量步的解ｔｕ，ｔｕ· 和ｔｕ̈求得
以后，下一增量步的位移ｔ＋Δｔｕ是在求解前即可计
算出的已知量．进而下一增量步的结点外载荷向
量ｔ＋Δｔ　Ｆｌ、结点接触力向量 ｔ＋Δｔ　Ｆｃ 以及内力向量
ｔ＋Δｔ
ｔ＋ΔｔＦ 等各力学参量也将可以求得．
将式（２２）和式（２３）代入方程（５）中，即可得到

以下的逐步递推求解公式：

ｔ＋Δｔｕ̈＝ （Ｍ＋１２Δｔ　Ｃ
）
－１
·

ｔ＋Δｔ　Ｆｌ＋ｔ＋Δｔ　Ｆｃ－ｔ＋Δｔｔ＋ΔｔＦ－（ｔｕ
·
＋１２

ｔｕ̈Δｔ）［ ］Ｃ
（２４）

其中ｔ＋Δｔ时刻的结点内力向量为ｔ＋Δｔｔ＋ΔｔＦ ，即

ｔ＋Δｔ
ｔ＋ΔｔＦ ＝ｔｔＦ＋ｔｔＫｕ＝∑

ｅ∫Ｖ ｔ＋Δｔｔ＋ΔｔＢＴ
ｌ
ｔ＋Δｔτ^ｔｄＶ

（２５）
将求得的ｔ＋Δｔ时刻的位移向量ｔ＋Δｔｕ和加速度向
量ｔ＋Δｔｕ̈代入公式（２３），即可得到ｔ＋Δｔ时刻的速
度向量ｔ＋Δｔｕ· ．如此反复即可求得整个过程的各个
力学参量，具体的求解流程如图８所示．
由于中心差分法是条件稳定的算法，根据其

稳定性条件，可得时间步长的选取原则为

Δｔ≤Δｔｃｒ＝Ｔｎ／π＝Ｌ／ｃｗ （２６）

其中Δｔｃｒ为问题求解的临界步长，Ｔｎ是系统的最
小固有振动周期，Ｌ为单元的特征尺度，ｃｗ 为材
料声速，可根据不同单元类型计算得到．对于实体
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单元有

Ｌ＝Ｖｅ／Ａｅｍａｘ （２７）

ｃｗ ＝ Ｅ（１－ν）／［（１＋ν）（１－２ν）ρ］槡 　 （２８）
其中Ｖｅ为单元体积，Ａｅｍａｘ为单元最大一侧面积．

图８　齿轮副连续啮合过程有限元分析流程

Ｆｉｇ．８　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｆｌｏｗ　ｏｆ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

ｅｎｇａｇｅｄ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

４　齿轮副动态啮合过程仿真分析

为验证本文提出分析方法的有效性，本节将
以一对直齿轮副为例，研究其在考虑不同的影响
因素下的动态啮合特性．文中直齿轮副的几何参
数如下：齿数为３６／３６，模数为３．１８ｍｍ，压力角
为２０°，齿 宽 为 ２５．４ｍｍ，齿 顶 倒 圆 半 径 为

０．５ｍｍ，重合度为１．６９，标准中心距安装，且暂不
考虑齿侧间隙、加工及安装误差的影响．根据渐开
线方程以及渐开线圆柱齿轮啮合原理［１８］，可建立
精确的直齿轮副啮合模型，并进行有限元离散可
得图９所示的啮合齿轮副有限元接触分析模型．
为分析齿轮副啮合过程中不同啮合状态下的

动力学特性，本文分别采用了考虑滑动摩擦的修
形齿轮副、无摩擦的修形齿轮副和无摩擦的未修
形齿轮副３种分析模型．文中的修形齿轮副模型

为从动轮齿顶和齿根处最大修形量分别为

０．０２ｍｍ和０．０１ｍｍ，修形曲线采用抛物线短修
形形式的齿廓修形齿轮副．计算时滑动摩擦因数
选取为０．１５，主动轮驱动转速为６０ｒ／ｍｉｎ，从动
轮负载扭矩为１４３．６Ｎ·ｍ．

图９　齿轮副有限元模型

Ｆｉｇ．９　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

本文选取从动齿轮实际角位移与理论角位移

的偏差，即动态传递误差（ｄｙｎａｍｉｃ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ
ｅｒｒｏｒ，ＤＴＥ）和动态接触力作为指标，分析齿轮副
连续啮合过程的动态特性．由于负载扭矩恒定，动
态传递误差也就反映了齿轮副连续啮合过程中的

时变啮合刚度特性．为了更好地对比分析不同模
型计算结果的规律，我们对计算得到的结果利用
小波包分解技术对其进行降噪处理，消去高频振
动（噪声）的影响．３种分析模型的计算结果分别
如图１０～图１２所示．

图１０　有摩擦修形齿轮副ＤＴＥ和接触力

Ｆｉｇ．１０　ＤＴＥ　ａｎｄ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｆｏｒｃｅ　ｏｆ　ｍｏｄｉｆｉｅｄ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

ｗｉｔｈ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ

根据图１０～图１２中所示齿轮副不同分析模
型动态传递误差 ＤＴＥ及接触力的计算结果，可
以明显地得到齿轮副连续的动态啮合过程中单、
双齿对啮合及其交替状态的动力学特性：在单齿
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图１１　无摩擦修形齿轮副ＤＴＥ和接触力

Ｆｉｇ．１１　ＤＴＥ　ａｎｄ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｆｏｒｃｅ　ｏｆ　ｍｏｄｉｆｉｅｄ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ

ｗｉｔｈｏｕｔ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ

图１２　无摩擦未修形齿轮副ＤＴＥ和接触力

Ｆｉｇ．１２　ＤＴＥ　ａｎｄ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｆｏｒｃｅ　ｏｆ　ｕｎｍｏｄｉｆｉｅｄ

ｇｅａｒ　ｐａｉｒｓ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ

对啮合区域内，对于同样的修形齿轮副模型，无滑
动摩擦时的接触力曲线比较平稳，而考虑滑动摩
擦时的接触力在节点处发生突变，即存在明显的
节点冲击现象；而在单、双齿对啮合交替过程中，

由于啮合过程中的受载弹性变形，齿轮副间的接
触力也具有明显的冲击现象，即分别对应啮入、啮
出冲击．以上动态啮合特性分析结果与齿轮副连
续啮合过程中不同典型啮合状态的特点完全吻

合，且较已有研究［１０－１２］能更真实地描述齿轮副连
续啮合过程的动态特性．
此外，从图中还可以进一步分析啮入、啮出冲

击的大小及作用时间，以及滑动摩擦和齿廓修形
对动态啮合特性的影响．滑动摩擦对齿轮副动态
传递误差和啮入啮出冲击的影响不大，它主要是
引起节点冲击激励；而齿廓修形则主要影响齿轮
副的啮入啮出过程，修形齿轮副的啮合冲击幅值
和冲击时间都明显小于未修形齿轮副的计算结

果．由此可见，本文提出的齿轮副连续啮合过程的
接触有限元分析方法不但可以有效地分析齿轮副

连续啮合过程不同啮合状态的动力学特性，而且
还可以研究滑动摩擦及齿廓修形等因素对齿轮副

啮合特性的影响．

５　结　论

通过上述研究，可以得出以下结论：

１）提出了一种可综合考虑齿轮副连续啮合
过程中啮合齿对变化、受载弹性变形及滑动摩擦
等因素的接触有限元动力学分析方法．
２）本文提出的分析方法不但可以有效地分
析齿轮副连续啮合过程中不同啮合状态的动力学

特性，包括节点冲击、啮入冲击、啮出冲击等激励
特性，而且还可以研究滑动摩擦及齿廓修形等对
齿轮副啮合特性的影响．
因此，本文的方法可为齿轮副连续啮合过程

的动力学特性分析，以及综合考虑受载弹性变形、
齿廓修形及滑动摩擦等因素的齿轮副振动机理研

究及动态设计提供有效的分析工具．
限于篇幅，关于考虑齿侧间隙、加工及安装误

差、高重合度（ε＞２）以及多级齿轮传动系统连
续啮合过程动态特性的研究将在后续工作中进一

步介绍．
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